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stables et une inégalité de Cornalba-Harris-Xiao 

Sylvain Maugeais 



(N 

O 

< 
é 



(N 
> 

O 

o 

O 
-(— > 

S 
> 

X 



Résumé 

Dans cet article, on démontre une inégalité entre les degrés du conduc- 
teur et du fibre de Hodge d'une courbe stable hyperelliptique sur un anneau 
de valuation discrète. Pour cela, on est amené à démontrer des théorèmes 
de relèvement de revêtements p-cycliques afin d'obtenir des informations 
sur le bord de l'espace des modules des courbes hyperelliptiques. Le résultat 
découle alors de la géométrie de ce dernier. 



Abstract 

In this paper, we show an inequality between the degrees of the con- 
ductor and of the Hodge line bundle of a hyperelliptic curve over a discrète 
valuation ring. For that we show a resuit about the lifting of p-cyclic covers 
of the projective line. We then apply this resuit to get information about 
the boundary of the moduli space of hyperelliptic stable curves and show 
the inequality. 
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1 Introduction 



Soit C ^ S une famille de courbes stables de genre g > 2 sur une base 5*. 11 
lui correspond alors une section vr : S* — > Mg^s où M^ 5 est l'espace des modules 
des courbes stables de genre g sur S. Notons A le fibre de Hodge sur M^ 5 et ô 
le diviseur du bord Mg^s \ ^g,s- Lorsque S est une courbe projective lisse sur C, 
Cornalba, Harris [||] et Xiao p4| ont démontré indépendamment l'inégalité 



(8^ + 4)deg7r*A >^deg7r*(5. (1) 

Notre but est d'étudier l'analogue de cette inégalité lorsque S est le spectre d'un 
anneau de valuation discrète. Dans cette situation, tout faisceau inversible sur S 
est isomorphe à Os, et le degré n'est donc pas défini. En revanche, un diviseur 
de Cartier sur S correspond à un élément de / G K{S)* modulo (9J, on peut 
donc lui associer canoniquement un degré qui est la valuation de /. Le membre 
de gauche de l'inégalité (^ a un sens si on peut trouver un diviseur de Cartier 
D tel que 0{D) ^ A, et dont le support ne contient pas 7i{S) de sorte que 7r*D 
soit défini. Le membre de droite est bien défini si vr(S') n'est pas contenu dans ô, 
ce qui équivaut à dire que C — > S' est à fibre générique lisse. 

Dans ce travail, nous considérons les courbes stables C ^ S k fibre générique 
lisse et hyperelliptique. Supposons pour un instant que la fibre générique C^ de ce 
morphisme est un revêtement de degré 2 de ^^/g)- On a une section rationnelle 



canonique du fibre (7r*A)®^^^^ sur S, à savoir 

g X 'X'83 + 4 



/ dx x3~^dx\^^^ / » 

011 y^ + Q{x)y — P{x) est une équation affine de C^, et 011 A est le discriminant 
de l'équation comme défini par exemple dans 0], section 1.2. Lorsque 2 est 
inversible dans S, Kausz a montré (conséquence immédiate de [Q, Theorem 3.1) 
que 

g^5, > Ord,(A) > gô^, 

011 ôs est la somme des épaisseurs des points doubles de la fibre spéciale (ou, 
de manière équivalente, le nombre de points singuliers de la fibre spéciale de la 
désingularisation minimale de C sur S, cf |T^, proposition 2.4). L'inégalité de 
droite est l'analogue de (H) dans le cas local. La première motivation de ce travail 
est le théorème suivant qui supprime l'hypothèse 2 inversible. 

Théorème 1 Soient R un anneau de valuation discrète, S = Spec(-R), etC^S 
une courbe stable dont la fibre générique C est lisse et hyperelliptique. Notons A 
la section canonique de (/\^H°(C, r^c/^:)) , on a alors 

g^ôs > Ord,(A) > gôs. (2) 

Notons que dans le cas d'une courbe elhptique à réduction semi-stable, ces 
inégalités sont des égalités. Une telle inégalité permet d'obtenir une borne sur 
uj'^/g dans le cas arithmétique. 

Corollaire 2 Fixons une métrique C°° \\ \\Mod sur ujq /h (H g est l'espace des 
modules des courbes stables munies d'un plongement tricanonique et Cg est la 
courbe stable universelle sur H g) et un e > 0. Soient K un corps de nombres, 
S = Spec(Oi^), 71 : C —^ S une courbe stable de genre g > 2 à fibre générique 
lisse hyperelliptique. Alors il existe une constante c' = c'(|| ||Afod,£) ne dépendant 
que de \\ Wmoci et de e telle qu'on ait l'inégalité suivante 



(uc/s-^c/s) < 3 



. 9^ + e 
'2g + 1 






où Np désigne le cardinal du corps résiduel de S en p et où [ujc/s-^c/s] (autoint- 
ersection du fibre dualisant au sens d'Arakelov) et 5o-(Co-) (ô invariant de C) sont 
définis à l'aide de la métrique \\ \\Mod suruc/s- 

Cette borne est prouvée dans g sous l'hypothèse que C a bonne réduction au 
dessus de 2. Elle est de la forme conjecturée par Moret-Bailly dans [|T^ et on sait 
qu'une telle inégahté, si elle était montrée dans le cas général (et pas seulement 



dans le cas hyperelliptique), aurait des conséquences arithmétiques importantes 
(tel que la conjecture abc). 

Le théorème |ï] peut être considéré comme la positivité des diviseurs g^ô — A 
et A — gô sur un espace de modules des courbes stables hyperelliptiques. Comme 
la positivité se vérifie aux points de codimension 1, elle découlera des inégalités 
(0), déjà prouvées en égale caractéristique (cf. Appendice A), si l'espace de 
modules en question est suffisamment "sympathique". Plus précisément, nous 
aurons besoin du résultat d'irréductibilité qui suit. Pour tout schéma T, notons 
Ig^T l'adhérence schématique de l'espace de modules des courbes lisses hyperellip- 
tiques Ig^T dans le schéma de Hilbert Hgx des courbes stables tricanoniques sur T. 
Cette construction ne donne pas à proprement parler un espace de modules, elle 
n'est pas même fonctorielle. Nous avons cependant un résultat de compatibilité 
des fibres. 

Théorème 3 Soit S le spectre d'un anneau de valuation discrète, de point fermé 
s. Alors on a l'égalité des ensembles 

îg,s x^Spec k{s) = ïg^s- 

En particulier, Ig^s Xs Spec k{s) est irréductible. 

Dans un article à venir, nous construirons un espace de modules fin des 
courbes stables hyperelliptiques et étudierons ses diverses propriétés (structure 
locale, topologie, ...). Le théorème D est prouvé dans la section 2, en admettant 
le théorème ^. En terme plus concret, ce dernier peut s'énoncer comme suit. 

Théorème 4 Soient k un corps algébriquement clos et C ^ Spec k une courbe 
stable hyperelliptique (définition ^6]). Alors il existe un anneau de valuation dis- 
crète R d'égale caractéristique, de corps résiduel k, et une courbe C — > Spec R 
dont la fibre générique est lisse et hyperelliptique et dont la fibre spéciale s'identifie 
àC. 

La preuve de ce théorème constitue le coeur de cet article. Esquissons briève- 
ment la démarche. La partie non triviale est quand car k = 2. Par définition, C est 
la réduction d'une courbe lisse hyperelliptique en caractéristique nulle. On sait 
alors que C est un revêtement 2-admissible d'une courbe de genre arithmétique 
(définition |3^) . Grosso modo, cela veut dire qu'il existe un morphisme fini surjectif 
C — > X de degré 2 avec Pa{X) = 0, que chaque composante irréductible de C 
possède un ouvert non vide muni d'une structure de torseur sous un des groupes 
algébriques Z/2Z, /X2 ou a2 sur k, et qu'aux points d'intersection de C on se donne 
des invariants numériques vérifiant une condition de compatibilité. On montre 
que quitte à ajouter des droites projectives à C et à modifier la structure des 
torseurs, on peut munir C d'un graphe de Hurwitz adapté (définition EO). Ensuite, 



on déforme la partie lisse de C à l'aide des théorèmes généraux de relèvement 
de torseurs (section 3.2), et on déforme formellement les points d'intersection. 



On applique alors la technique de "formai patching" pour relever globalement C. 
La définition d'un graphe de Hurwitz adapté assure que les conditions locales et 
globales de recollement sont bien vérifiées. 

Le théorème ^ est également valable pour les revêtements p-admissibles d'une 
courbe de genre arithmétique 0. La technique employée ici s'inpire des travaux 
d'Henrio [0 et de Saïdi [^], ^2|, [^ sur le relèvement en inégales caractéristiques, 



avec des problèmes spécifiques à la situation d'égale caractéristique. 

La preuve du théorème || est répartie dans les sections 3 - 5. La section 3 
commence (après quelques rappels sur les torseurs sous des schémas en groupes 
d'ordre p) par définir ce qu'est une courbe hyperelliptique stable sur un corps 
algébriquement clos. Plus généralement, on donne la définition d'un revêtement 
p-admissible en caractéristique p. Le section 4 est dévouée à la démonstration 
par des méthodes de "formai patching" d'un théorème de relèvement de certains 
revêtements p-admissibles (ne faisant intervenir que certains types de torseurs 
et munis de plus d'un arbre de Hurwitz) en égale caractéristique. La section 5 
permet de voir que tout revêtement p-admissible peut en fait être transformé en 
un revêtement p-admissible satisfaisant les conditions de la section 4. On montre 
ainsi que les fibres géométriques de l'espace des modules sont irréductibles. 

L'annexe A donne une preuve simple des inégalités (|]) dans le cas où car/c ^ 
2, et oii Cs ne possède qu'un point singulier (donc au plus deux composantes 
irréductibles). Le calcul est similaire à celui de p, mais est plus simple due 
à notre hypothèse. Dans l'annexe 5, on montre le théorème ^ par un calcul 
explicite lorsque Cs est comme ci-dessus, mais avec carfc = 2. Cet appendice 
n'est pas utilisé dans le reste de l'article. 

L'auteur remercie Yannick Henrio pour ses conseils précieux sur les méthodes 
utilisées pour le relèvement des courbes, et Qing Liu pour l'attention qu'il a portée 
à mon travail. 

Convention Dans tout cet article, R sera un anneau de valuation discrète de val- 
uation i/, de corps des fractions K et de corps résiduel /c, t sera une uniformisante 
de R. Le point fermé de Spec(iî) sera noté s et le point générique tj. Certains 
graphes seront orientés. Si a est une arête orientée d'un graphe orienté, on notera 
a l'arête opposée. Les exposants ° et * tiendront alors respectivement pour le 
sommet origine et le sommet terminal. Les courbes sur un schéma S seront des 
courbes à fibres géométriquement connexes. 



2 Réduction à l'étude de l'espace des modules 
des courbes hyperelliptiques. 

On cherche dans cette section à définir un schéma proche de ce que serait 
l'espace des modules des courbes stables hypereUiptiques s'il existait, et à en 
donner quelques propriétés. Plus précisément, nous allons considérer l'adhérence 



du lieu hyperelliptique lisse dans l'espace des modules des courbes stables. 

2.1 Construction du schéma ïg 

On fixe un entier g > 2. Pour tout schéma S, considérons le foncteur 

(Schémas/S') -^ (Ensembles) 

ir : C ^ T, courbe stable de genre g 



1 avec isomorphisme P(7r^,Ci;?fy) = P^^ j ' 

On sait (0) que ce foncteur est représentable par un schéma de Hilbert Hg^s- De 
même, le foncteur des courbes lisses de genre g munies de plongement tricanon- 
ique est représentable par un sous schéma ouvert de Hg^s qu'on notera Hg^s- La 
définition de courbe hyperelliptique lisse sur une base quelconque se trouve dans 



m 



Définition 5 Soit C ^ S une courbe lisse et projective de genre g. Elle est dite 
hyperelliptique s'il existe une involution a G Auts(C) telle que pour tout point 
géométrique s de S' le quotient Cj/ < a > soit isomorphe à PLe^. ^(^\. 

Proposition 6 Soient S un schéma et ir : C ^ S une courbe projective lisse de 
genre g > 2. 

(1) Si C ^ S est hyperelliptique, alors il existe un morphisme fidèlement plat 
T ^ S et un morphisme fini et fidèlement plat C X5 T — *■ P;^ de degré 2. 

(2) Supposons que S est régulier, connexe et de dimension 1, de point générique 
rj. Alors C ^ S est hyperelliptique si et seulement si Cr, — > Spec n^rj) est 
hyperelliptique. 

(3) La courbe ir : C ^ S est hyperelliptique si et seulement si l'image du mor- 
phisme canonique C -^ F^n^Qj^/s) ^^^ '^''^^ courbe de genre et si sa formation 
commute au changement de base. 



Preuve : La propriété (1) provient de |T^ Theorem 5.5, la propriété (2) de |Ï5 



Proposition 5.14, et la propriété (3) de |jÎ5| Theorem 5.5. D 



On souhaite alors prouver la représentabilité du foncteur 



Hyp : (Schémas/S*) — * (Ensembles) 

n : C ^ T, courbe lisse 
T ^~^ { hyperelliptique de genre g \ /iso 

iX)3 \ ~ p5g- 



avec isomorphisme P(7r*ci;?'L) = P-^^ 



Proposition 7 Le foncteur Hyp est représentable par un sous schéma fermé de 
Hg,s- 

6 



Preuve : On suit la démonstration donnée dans [^], Theorem 3. Soit vr : C — > 
Hg s la courbe stable universelle de genre g sur S, et D l'image schématique 
du morphisme f : € ^ P(7r*r2L^ ) =: P (on sait que / est bien défini car 
7i*7r^fll^,jj — > ^]^/jj est surjectif). On définit alors Q comme étant le conoyau 
de riiomomorphisme induit Cp — > f*Oir. Pour tout point géométrique P de Hgs, 
il ne peut se produire que deux cas : 

(1) fp : ^p ^ Dp est un isomorphisme et Qp = (c'est à dire que le morphisme 
canonique / est une immersion), auquel cas la courbe est non hyperelliptique ; 

(2) Dp = Pp et Qp = Or>i{—g — 1) (c'est à dire que le morphisme canonique / 
à pour image une droite projective), auquel cas la courbe est hyperelliptique 

(cf [|Î5l, section 5). Ainsi, seuls deux polynômes de Hilbert peuvent arriver pour 



Qp, donc la stratification platifiante de Q sur Hgs (qui existe par [|I8], Lecture 
8) est constituée de deux sous-schémas disjoints localement fermés Fi et F2 (cor- 
respondant respectivement aux cas (1) et (2)). En particulier, F2 est fermé car 
il correspond au support de Q. Il reste à montrer que F2 correspond au courbes 
hyperelliptiques mais ceci découle de [|T3| Proposition 2.13 et de la proposition 0, 



3 D 

Pour tout schéma S, on note alors Ig^s le sous-schéma fermé de Hg^s qui 
représente le foncteur Hyp (c'est à dire F2). On notera Ig^s l'adhérence schéma- 
tique de Ig^s dans Sg,s- Si 5" est réduit (resp. intègre) alors Ig^s aussi (car Igs — > 5" 
est lisse par [^ Theorem 2), et il en est donc de même pour Igs- De plus, pour 
tout morphisme de schéma T ^ S, on a une immersion fermée Ig^s ^sT —^ Ig,T 
et les deux schémas ont même espaces sous jacents. Si T — »■ S* est plat alors ce 
morphisme est un isomorphisme, ceci découlant du lemme 

Lemme 8 Soit S un schéma, f : X ^ Y un morphisme de S schéma séparé 
et de type fini. Notons Im/ l'image schématique de f . Alors, pour tout schéma 
morphisme plat T ^ S on a Im(/ x Mt) = Im/ X5 T. 

Preuve : Le schéma Im/ est le sous schéma fermé de Y définit par le faisceau 
d'idéaux ker [Oy -^ f^Ox)- Le résultat provient alors du fait que la formation de 
f^Ox commute au changement de base plat lorsque / est séparé et de type fini 
et, par suite, que la formation du noyau commute au changement de base plat. 
D 

Remarque 9 Soit T un S'-schéma intègre. Soit C ^ T une courbe stable dont 
la fibre générique est lisse et hyperelliptique. On a alors un morphisme T —>■ Hg,s 
dont l'image est (ensemblistement) contenue dans Ig^s- Par suite, ce morphisme 
se factorise par l'inclusion Igs -^ Hgs car T est réduit. 

Examinons maintenant le bord de îg^c- Soit i un entier tel que < z < g/2. 
Soit C -^ Spec k une courbe stable de genre g sur un corps algébriquement clos 
k. Un point P de C sera dit de type f3i si la normalisation de C en P est composée 



de deux composantes connexes de genre respectif i et g — i si i j^ 0, et connexe si 
i = 0. Notons Aj le lieu des points de Hgc correspondant à des courbes stables C 
de genre g ayant un point singulier de type Pi. Il est prouvé dans 0, §3 que Aj 
est irréductible et que Hg^c \ Hg^c = UjAj. D'autre part, on montre (IH, Section 
4, §b) que si z > alors Aj n ïg^ est irréductible, et qu'on a une décomposition 
en composantes irréductibles 

[{3-l)/2] 

Aon4c= U H,- 

i=o 

oii Hj est définie de la manière suivante. Soient C -^ Spec C un point de Ig,c et 
a l'involution canonique de C (qui provient du fait que C est la réduction d'une 
courbe hyperelliptique lisse). Si j > 0, un point singulier P de C est dit de type 
Oj si P n'est pas fixe par a et que la normalisation partielle de C en P et (t{P) est 
composé de deux composantes connexes de genre respectif j et g—j — 1. Un point 
singulier P est dit de type a^ s'il est fixe par a et si l'involution hyperelliptique 
permutte les branches analytiques de C en P. L'ensemble Ej est alors le lieu des 
points de J^c représentant des courbes ayant un point de type aj. 

2.2 Démonstration des inégalités (g) 

Soient S un schéma, i : Ig^s -^ Hgs l'inclusion, 5 le diviseur du bord (c'est à 
dire le diviseur obtenu par changement de base S — > Spec Z à partir de Hgi \ 
Hg;£), on sait (0], CoroUary 1.9) que c'est un diviseur de Cartier, et A le fibre 
de Hodge sur Hgs (c'est à dire que pour une courbe stable tt : C — > T à laquelle 
correspond un morphisme fx : T ^ Hgs on a /i*A = det [ti^ujc/t))- Dans le cas 
oii le schéma de base est le spectre d'un anneau de valuation discrète, on a les 
interprétations suivantes : 

Proposition 10 Soient R un anneau de valuation discrète dont le corps résiduel 
est algébriquement clos et S = Spec R. Soit C ^ S un courbe stable dont la fibre 
générique est lisse. Soit fi : S ^ Hgs une section correspondant à un plongement 
tricanonique de C. Soient qi, . . . ,qr les points singuliers de la fibre spéciale Cg 
d'épaisseurs respectives e(gi),... ,e(gr) dans C, t une équation locale de ô en 
/i(s). Alors Ei'=ie(gi) = ^'x(/i*(t)). 

Preuve : Voir [1101, section 5, Lemme. D 



Remarque 11 Cette interprétation est encore vérifiée par l'image réciproque 
S' := i*ô de ô sur Ig^s- 

Remarque 12 Notons A' l'image réciproque du fibre de Hodge A sur Igs. Soient 
C ^ S une courbe hyperelliptique et T ^ S un morphisme. On montre aisément 
que la formation du fibre A' commute au changement de base. 



Proposition 13 Soient T un schéma et C ^ T une courbe lisse hyperelliptique. 
Alors il existe une section canonique Aq/t ^ (det H'^(C,ciJc/t))'^^^'''^ Qui est une 
base et dont la formation commute au changement de base. 

Preuve : Traitons d'abord le cas où il existe un morphisme / : C — * P^ fidèlement 
plat et fini de degré 2. Alors il existe un recouvrement de T par des schémas 
affines % = Spec Ai tel que Cy. contient un ouvert isomorphe à 

Spec A,[x, y]/{y^ + Qi{x)y - Pi{x)). 

On montre alors que 

(où A est le discriminant de l'équation comme défini par exemple dans [ p!ï[| , 
section 1.2) définit une base et ne dépend pas du choix de l'équation (cf par 
exemple |Q Proposition 2.2). 

Soit V un ouvert affine de Tj fl T,-, alors 

Ar^ /T.- 1 V = Ar^ /T, I V 



^CTjT^y = i^CtJt, 



car ces deux sections ne dépende pas des équations choisies. On peut donc recoller 
les Acj,_/Ti et ainsi obtenir une section Acj./t- 

Dans le cas général, d'après [|T3|, Theorem 5.5, on peut trouver une famille 
de schémas T/ affines et un morphisme fidèlement plat UjTj — >• T tel que pour 
tout i, il existe un morphisme fidèlement plat C Xt Ti — ^ P^ de degré 2. Par 
suite, on peut définir pour tout i une section A^ ,/t'- H reste alors à recoller ces 

i 

sections. Mais comme la formation de A commute au changement de base, et que 
le préfaisceau (fppf) associé au faisceau (Zariski) cohérent A est un faisceau, le 
résultat provient de l'unicité de la section canonique sur T^ x^Tj. D 

Soient S = Spec R le spectre d'un anneau de valuation discrète, n : C ^ S une 
courbe stable dont la fibre générique est lisse et hyperelliptique, et /i : S* — > Ig^s 
une section de Ig^s correspondante. Notons A la section canonique Aq^j^ du fibre 
de Hodge sur S. Si Aq est une base de /x*A'® ^^ , il existe a G i^ tel que A = oAq. 
On note alors Ords(A) = z/(a) et 5s la somme des épaisseurs des points doubles 
de la fibre spéciale de C. 

Notons A' la section canonique de A'® ^^ sur Ig^s et D le diviseur de Cartier 
sur Ig^s associé à la section rationnelle A'. 

Proposition 14 Soit fi : S ^ Ig^s '^''^ morphisme correspondant à une courbe 
stable hyperelliptique C ^ S* dont la fibre générique est lisse, alors mult(yU*-D) = 
Ord,(A). 



Preuve : Soit Aq une base locale de A'*^ ^^ au voisinage de /i(s). La fonction 
méromorphe a = A'/Aq est alors une équation locale du diviseur de Cartier D. 
On a, par définition, mult(/i*D) = multR(/i*a) = Ords(A). D 

Lemme 15 Soit A un anneau noetherien normal, alors pour tout f G Frac(74), 
f ^ A si et seulement si pour tout p G Spec A de hauteur 1 on a mnlt Ap{f) > 0. 

Preuve : Cela résulte de l'égalité 

A= fl A,. 

pGSpecyl,ht(p)=l 



D 



Le théorème suivant, dont la démonstration fait l'objet des sections suivantes, 
est alors le point clef de la démonstration du théorème |ï]. 

Théorème 16 Soient T un schéma régulier et de dimension 1, et r un point 
de T. On a l'égalité (ensemhliste) Igx x^ Spec k{t) = /g,spccK(T)- En particulier, 
îg,T Xt Spec k{t) est irréductible. 

Ce théorème sera prouvé dans la section 5.3. 

Corollaire 17 Soit T un schéma régulier de dimension 1 dont le corps des fonc- 
tions est de caractéristique zéro (T est donc excellent), alors le diviseur de Cartier 
D — gô' est effectif sur le normalisé ï'grp de Ig^r- 



Preuve : D'après le lemme |T5| il suffit de montrer que pour tout point générique 
^' de l'grp de hauteur 1, on a va\At^i{D — gô') > 0. Notons ^ l'image de ^' dans 
Ig^T- Comme T est excellent, le morphisme l'j. ^ Igj- est fini et Ig,T est uni- 
versellement caténaire. Par suite, d'après [§ Proposition 5.6.10, le point ^ est de 
hauteur 1 dans Ig^r- 

Notons A l'anneau local de /' -^ en ,^' et C -^ SpecA la courbe correspondant 
au morphisme Spec A — > Ig^r- Ainsi défini, A est un anneau de valuation discrète 
et la fibre générique de C — > SpecA est lisse car le point générique de A correspond 
au point générique de Ig^T- Par suite, on a multç/(D — gô') = Ordç/(A) — gô^'. 

Supposons que ^' ne soit pas dans la fibre générique de ï'grp — s> T. Notons r 
l'image de ^' dans T. Comme IgT ^t Spec/€(r) est dense dans Ig^T Xt Spec «(r) 



d'après le théorème |Ï6|, les points de Ig^r x^ Spec k{t) \ Ig^r x 2- Spec k{t) sont de 
codimension > 1 dans ïg^r Xt Spec «(r). Il s'ensuit que Ç, G /g,spec k(t)- Par suite, 
C est lisse et on sait que pour de telle courbe, on a Ordç/(A) — gô^r = 0, c'est à 
dire que D — gô' est effectif en Ç,'- 

Supposons que ^' soit dans la fibre générique de /^ j. — > T. Comme ^ est de 
hauteur 1, la fibre spéciale de C — > SpecA possède au plus deux composantes 
irréductibles (cf. fin de la section 2.1). D'après le calcul fait en caractéristique 
zéro (cf annexe A) on a Ords(A) — gôg > donc multç/(i5 — gô') > 0, ce qui 
prouve que D — gô' est effectif sur ï'gj, D 
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Lemme 18 Soient X un schéma intègre quasi- compact, Dq un diviseur de Cartier 
effectif, Z = supp{Dq) et U = X \ Z . Soit E un diviseur de Cartier sur X tel 
que E\u soit effectif. Alors il existe un entier n G N tel que D + uDq soit effectif. 

Preuve : Quitte à remplacer X par des ouverts affines assez petits, on peut sup- 
poser que X = Spec A. Soit / une équation locale définissant Dq et s une équation 
locale définissant D. Comme on a Ox{U) = Af, s est de la forme a//", ce qui 
démontre le lemme. D 

Soient S le spectre d'un anneau de valuation discrète et C ^ S une courbe 
stable à fibre générique lisse hyperelliptique. Elle est alors munie d'un plongement 
tricanonique. Il lui correspond un morphisme 



fx:S^H, 



g,s- 



Comme la courbe C est hyperelliptique et que R est réduit, ce morphisme se 
factorise par ïgs (cf Remarque ^ et on a le diagramme 




Preuve du théorème |I| ; Tout d'abord, quitte à changer R en son complété (ce 
qui ne change pas les valuations Ords(A) et ôs), on peut supposer que R est 
complet. Par suite, il existe un schéma excellent T dont le corps de fraction est 
de caratéristique zéro et tel que la courbe C ^ S* corresponde à un morphisme 
^ : S ^ ïg^T (on peut prendre T = Speciî si carFrac(_R) = et dans le cas 
contraire, T = Speciy(A;)[[t]] oii W{k) est l'anneau des vecteurs de Witt du corps 
résiduel de T). Notons x l'image du point fermé de S par ^ et A l'anneau local 
de X dans ïg^x- On a alors un morphisme /x* : A ^ R. Par suite, si / est une 
équation locale de D sur un voisinage X = Spec A de x, et h est une équation 
locale de gô', f /h G A' (clôture intégrale de A) d'après le corollaire et le lemme 
T3|. C'est à dire qu'il existe flm-i, . . . , Oq G A tel que {f /h)"^ + am-i{f / h)"^~^ + 



ao = 0. Or d'après le lemme 18 il existe un entier n tel que le diviseur 



de Cartier D + nô' soit effectif, ce qui équivaut à dire que fh^ est une fonction 
régulière sur A. D'autre part, /i*(/i) ^ (car la fibre générique de C est lisse) 
et comme fi* [{fh^'T + am-i(//i")"'"^/i''+^ + . . . + ao/i('^+^)"*) = 0, on voit que 
fi* {f h"") / fi* {h"-~^^) est entière sur R, donc appartient à R. 

D'autre part, comme la formation de D et de S' commute au changement de 
base S -^ Spec A, l'ordre de /i*(//i'^"''^//i*(/i") dans R est égal à Ords(A) — gS' 



d'après les propositions |14| et |TÔ|, ce qui démontre le théorème. 

Le même raisonnement pouvant être tenu pour le diviseur g'^ô' — D, les 
inégalités (|^) sont démontrées. D 
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On peut dès lors supprimer l'hypothèse de bonne réduction en 2 dans 
Theorem 6 et Theorem 7.1, et obtenir le corollaire suivant 

Corollaire 19 Fixons une métrique C°° \\ \\Mod sur uJcg/ijg (Cg est la courbe 
stable universelle sur H g) et un e > 0. Soient K un corps de nombres, S = 
Spec((9/^), ir : C ^ S une courbe stable de genre g >2 dont la fibre générique est 
hyperelliptique. Alors il existe une constante c' = c'(|| \\Mod,£) ne dépendant que 
de II II Mod ei de e telle qu'on ait l'inégalité suivante 



[ujc/s-^c/s) < 3 



' VpGS œ.K^'C ) 



^ ' \pGS 

OÙ Np désigne le cardinal du corps résiduel de S en p et où (uc/s-^c/s) (autoint- 
ersection du fibre dualisant au sens d'Arakelov) et ôcr{Ccr) (à invariant de C) sont 
définis à l'aide de la métrique \\ Wmocl suruc/s- 



3 Courbes semi-stables hyperelliptiques 

3.1 Rappels sur les torseurs de degré p 

Soient X un schéma localement noetherien et G un schéma en groupes affine 
d'ordre p sur X. Les G-torseurs au-dessus de X sont alors classifiés à isomor- 
phisme près par Hi(X,G) (cf |6|, CoroUary IIL4.7 et Corollary III.2.10), la 
cohomologie étant prise au sens ppf (plate et de présentation finie). D'autre part, 
dans le cas où G est isomorphe à ocp ou n^ et où X est une variété algébrique 
sur un corps parfait de caractéristique p, on a une description des G-torseurs 
au-dessus de X en terme de formes différentielles. 

Théorème 20 Soit X comme ci-dessus. Notons C l'opérateur de Cartier sur 
H°(X,fii^), on a 

tf(X, CKp) = {uje H°(X, Q}x) \duj = Q,Cu = 0} 

et 

Hi(X, /x ) = {cj e H°(X, fi^) I rfcj = 0, Ccu = uj}. 



Preuve .-Voir |]Î6|, proposition III. 4. 14. D 



D'autre part, lorsque X est un schéma affine, on a une desciption explicite 
des torseurs sous les groupes p-cycliques. 

Théorème 21 Soit X un schéma sur ¥p tel que H^(X, Ox) = alors 

Hi(X, cxp) = H°(X, G,)/H°(X, Gaf. 
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En particulier, si X = Spec{A) alors 

R\X,(Xp) =A/AP 

et les Oùp torseurs au-dessus de X sont de la forme Spec(i?) avec B = A[y]/{y^ — 
u), où u est un élément de A unique à addition par une puissance p-ième près. 
La forme différentielle associée est alors uo = du. 

Preuve /Voir |T^, §111.4, Infinitésimal coverings, p. 128. D 

Théorème 22 Soit X un schéma sur ¥p tel que Pic(X) = 0. Alors 

Hi(X, /^p) = H°(X, G^)/H°(X, G^)^ 

En particulier, si X = Spec(A) est un schéma affine, alors 

R\X,fi^)=GUA)/GUAr, 

et les Hp-torseurs au-dessus deX sont de la forme Spec{B) avec B = A[y]/{yP—u) 
où u est une unité de A, unique à multiplication par la puissance p-ième d'une 
unité près. La forme différentielle associée est alors lu = —. 

Preuve : Voir |î^, §111.4, Kummer theory, p. 125. D 



Remarque 23 Soient X = Spec(A) un schéma affine sur ¥p et Y un /x -torseur 
au-dessus de X. Une représentation de Y sous la forme Spec{A[w]/ {w'^ — u)) étant 
choisie, on peut oubher la structure de /x^-torseur et munir Y d'une structure (non 
canonique) de CKp-torseur au-dessus de X en considérant le morphisme cXpXY ^ 
Y correspondant à l'homo morphisme défini par 

A[w]/{wP-u) -^ A[x]/{xp)®aA[w]/{wP-u) ,, 

W i-^ x®l + l®tf 

On vérifie sans peine que ceci définit une structure de CKp-torseur. Cette structure 
dépend du choix de u. 

Remarque 24 Dans le cas des Z/pZ-torseurs, on a un théorème analogue (cf. 
0, §111.4). Les Z/pZ-torseurs au-dessus d'un schéma affine Spec(y4) sur ¥p sont 



de la forme Spec(i?) avec B = A[y]/{yP — y — u) oii u est un élément de A, unique 
à addition près par un élément de la forme a^ — a avec a & A. 

Dans la suite, nous aurons besoin d'une forme "canonique" pour les torseurs 
au dessus du disque formel, ceci nous est fournit par la proposition suivante. 

Proposition 25 Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0, 
A = k{{x)), B une extension de degré p de A telle que Spec B soit un torseur 
sur Spec A sous G. Alors il existe un générateur x' de k[[x]], et un entier m G Z 
tels que 
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(1) B = A[y]/{yP — y — x' "^) avec m > et p \ m si G est étale. L'entier m est 
alors déterminé de façon unique. 

(2) B = A[y]/{y^ — x'~"*) avec p \ m si G = cx.p. L'entier m est alors déterminé 
de façon unique. 

(3) B = Alyj/iyP-x'-"^) avecp\m ou B = A[y]/{yP-{l+x'Q)) avecQ E k[[x']] 
si G = fip. 



Preuve : C'est une conséquence des théorèmes p2l pT] et de la remarque |23. D 



Définition 26 Avec les notations de la proposition précédente, l'entier m est 
appelé le conducteur de B sur A dans les cas (1) et (2). 

3.2 Déformation de j9-groupe cyclique en égale caractéri- 
stique p 

On fixe un anneau de valuation discrète R d'égale caractéristique p > 0. 

Le cas de /x^ n'est pas traité ici car on ne peut pas déformer /x^ en Z/pZ en 
égale caractéristique p (ceci peut se voir en passant au dual de Cartier). 

Soient n > un entier et t une uniformisante de R. Considérons le morphisme 
de schémas en groupes au-dessus de Spec(i?) : 



déduit de l'homomorphisme 



b* : R[x] -^ R[x] 

x ^ xP -t^P-^^'^x. 



Par convention, t" = 1. Notons Ai'"' le noyau de 0„, on a 

M"" = Spec {R[w]/{wP - t^P-^^''w)) . (4) 

On a alors une suite exacte pour la topologie fppf 

-7W" ^Ga^^Ga -0. (5) 

En effet, par définition de AI", il suffit de montrer que 0„ est surjective (pour 
la topologie fppf) et pour cela, il est suffisant de voir que tM" est plat sur R (cf 
]T6[, exercise 2.19), ce qui découle de (||). 



Si n = 0, Ai"' est isomorphe à Z/pZ. Si ra > 0, la fibre générique de At" est 
isomorphe à Z/pZ et sa fibre spéciale à cxp. 
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Remarque 27 Si n > 0, la réduction de la suite (|^) modulo t donne la suite sur 
k 



0- 



OLr 



■0 



dont l'exactitude est connue. Dans le cas n = 0, on retrouve la suite exacte 
d'Art in-Schreier. 



Proposition 28 Soient X un schéma de type fini surSpec{R) etn>0. On sup- 
pose que R\^,,{Xs, OxJ = et que le morphisme H|„,,(X, Ox) —> H|„,,(X^, CxJ 
est surjectif. Alors tout TW" torseur sur Xs se relève en un Ai"'-torseur sur X . 

Preuve : Il suffit de montrer que le morphisme de spécialisation 

}î\X,M'')^}l\X„M'^)) 

est surjectif. Pour cela, considérons la suite exacte (^). On a un diagramme com- 
mutatif à lignes exactes donné par la suite exacte longue de cohomologie (fppf ) : 

}ï%X,Ga) -H^X,^") -Hi(X,GJ 



HO(X„G,) — ^e\Xs,m: 



H {Xs, Ga) 



Pour tout ï > et tout schéma y on a ([0, proposition III. 3. 7) 



H 



fppf^ 



(F, Ga) = m,,AY, Oy) = ff^,,(r, Oy). 



Les hypothèses sur X montrent qu'on a un diagramme commutatif 

HO(X,GJ ^R\X,Mn 



}ï%Xs,Ga)^}î\Xs,M^). 

Ce qui prouve que le morphisme B.^{X,A4") -^ B.^{Xs,A4^) est surjectif. D 

Corollaire 29 Si X est affine, alors tout M.^^-torseur sur Xg se relève en un 
J^^' -torseur sur X . 

Remarque 30 Si X = Spec(A) est affine, la suite exacte (|^) montre que 

}î\X,Mn = A/MA) 

avec 0„ : a I— i> a^ — t^^^^^^-a. Par suite, les 7M"-torseurs au dessus de X sont affines 
de la forme 

Spec{A[w]/{w'' - t(P-^)"w; - a)) 

oii a est un élément de A unique à l'addition d'un élément de (pniA) près. En 
particulier, étant donné le théorème |2Ï| et la remarque ^, on voit que pour relever 
des A^^-'torseurs au-dessus d'un schéma affine, il suffit de relever une équation. 
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3.3 Revêtement j9-admissible et courbes hyper elliptiques 

Définition 31 Nous appelons courbe courbe semi-stable sur un corps algébrique- 
ment clos k une courbe connexe, propre, réduite de dimension 1 sur Spec(/c) dont 
les composantes irréductibles sont lisses et dont les points singuliers sont doubles 
ordinaires. 

Soit C une courbe semi-stable sur un corps algébriquement clos, on lui as- 
socie un graphe appelé graphe d'intersection de C dont les sommets sont les 
composantes irréductibles de C et les arêtes sont les points doubles, deux som- 
mets étant reliés par les arêtes correspondant aux points doubles de l'intersection 
des deux composantes. La plupart des graphes considérés seront orientés, cette 
orientation étant fixée arbitrairement. 

Pour toute variété algébrique V sur k, on note Vusse l'ouvert de lissité de 
V. Soit Y une courbe semi-stable sur k. On note Ty le graphe d'intersection 
de Y. Pour tout sommet v de Py, on note F^ la composante irrductible de Y 
correspondante v et F^ := F^ H Yusse- 

Définition 32 Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0. Soit 
f : Y ^ X un morphisme fini de courbes projectives lisses sur k. Soit U un ouvert 
afiine de X tel que f~^{U) — > U soit un torseur sous un des groupes algébriques 
G = Z/pli, OLp et ^t sur k. La structure du torseur est induit par un élément 



u G Ox{U) à la manière des théorèmes |2Ï|, |2^ et de la remarque ^. Soit P G Y 



un point ramifié de /. Nous allons lui associer des entiers m{P) (conducteur) et 
h{P) (résidu). Notons Q = f(P)- Si G = Z/pZ, on pose m(P) égal au conducteur 
de Hasse de l'extension Ox,q — ^ Oy^p, et h(P) = 0. Si G = ctp, on pose 

m(P) = -(1 + Oidgdu), h(P) = 0. 

Enfin, si G = fip (donc u G Ox(U)*), on pose 

m(P) = —(1 + Ordgdu/n), h(P) = KesQdu/u. 

Ces entiers ne dépendent pas du choix de u, mais uniquement de la structure de 
torseur au-dessus de U. 

Lemme 33 Conservons les notations ci-dessus. 

(a) Si G = OLp ou Z/pZ, alors m(P) ^ 0. 

(b) Si G = fip, alors m(P) = si et seulement si n := Oïdpu est premier à p, 
et on a alors h(P) = n (dans k). 

(c) Supposons G = Hp et X = ¥'\. Alors quitte à multiplier u par une puissance 
p-ième dans Ox(U)* (ce qui ne change pas la structure de torseur), on a 
u G 0\ j,p-. pour tout P eY tel que m(P) ^ 0. 
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Preuve, (a)-(b) Si G est étale, on a m{P) > par la définition du conducteur de 
Hasse. Dans le cas G radiciel, les propriétés se vérifient aisément en écrivant u 
sous la forme u = vt^uq avec n un paramètre local de X en Q et uq G C'x.q- 

(c) On a (u) = pDi + Dq où les Di sont des diviseurs sur X, et Dq est 
à coefficients premiers à p. Soit Qo un point du support de Dq (qui est non 
vide car u serait une puissance p-ième sinon). Alors il existe w G k{X) tel que 
(w) = Di — (deg-Di)Qo- H suit que w G OxiU)* et que {u/w^) est un diviseur 
dont les coefficients (non nuls) sont premiers à p. Si m{P) ^ 0, alors OTdp{u/w^) 
est divisible par p, donc nul. D 

Définition 34 Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0. Un 
revêtement p- admissible de courbes semi-stables consiste en la donnée de : 

(1) un morphisme fini surjectif f :Y ^ X de courbes semi-stables sur k ; 

(2) une application qui à chaque sommet v de Ty associe un couple {Gy,u^), oii 
Gy est l'un des groupes algébriques Z/pZ, cxp et /Xp sur k, et oii Uy est une 
fonction rationelle sur f{F^). 

Ces données doivent vérifier les propriétés suivantes : 

l"/ / K^lisse) ^ lisse i 

(b) pour tout sommet v de Ty, il existe un ouvert non vide Uy C f\F^) tel 
que f"^{Uy) — ^ Uy soit un torseur sous Gy, défini par Uy à la manière des 
théorèmes |2Ï], ^ et de la remarque |2^ {uy = si f~^{Uy) n'est pas connexe). 
En particulier, f~^{f{Fy)) — > f{Fy) est un morphisme fini de degré p. On 
dira que v est étale (resp. radiciel) si G^ est étale (resp. radiciel). 

(c) Soit a une arête (orientée) de Ty correspondant à un point d'intersection P. 
Supposons que /~^(/(P)) = {P}. On dira que a est une arête ramifiée. Alors 
on demande que l'une des extrémités de a soit radicielle. Soit v le sommet 
d'origine de a. Posons m{a) = m{P) et h{a) = h{P). Alors on impose la 
condition de compatibilité : 

m{a) = —m{â), h{a) = —h{â), 

oii a est l'arête opposée de a. 

On notera un revêtement p-admissible par (/ : F ^ X, {{Gy, Uy)}y). On dira que 
{f : Y ^ X,{{Gy,u'^)}y) est équivalent k {f : Y ^ X,{{Gy,Uy)}y) si Uy et u'^ 
induisent la même structure de torseur au-dessus de Uy C f{F^). 

Dans toute la suite, on prendra pour Uy le plus grand ouvert de f{F^) tel que 
f~^{Uy) -^ Uy soit un torseur sous Gy défini par Uy. 

Définition 35 ([Q, §4) Soient k' un corps algébriquement clos de caractéristique 
différente de p, Y et X deux courbes semi-stables sur k' et f : Y ^ X un 
morphisme fini. On dit que / est un revêtement p-admissible si les conditions 
suivantes sont réalisées : 
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- il existe une action de Tj/pTj sur Y libre sur un ouvert dense telle que / s'identifie 
au morphisme quotient Y —* y/(Z/pZ). 

- soit P un point fixe de Y sous l'action de Z/pl,, alors l'action de Z/pZ sur Oy,p 
est kummerienne (c'est à dire que si on note Xi et X2 les caractères Z/pZ — »■ k* 
déduits de l'action de Z/pZ sur chaque branche de Y en P, on a X1X2 = !)• 

Définition 36 Soient k un corps et C — > Spec(/c) une courbe stable de genre 
arithmétique g > 2. On dira que C est hyperelliptique s'il existe un anneau de 
valuation discrète -Ri dont le corps résiduel est une extension finie ki de k, une 
courbe C -^ Spec -Ri stable dont la fibre générique est lisse et hyperelliptique, et 
dont la fibre spéciale est isomorphe à Ck^ . 

Remarque 37 Soient k un corps, C — ^ Spec(/i;) une courbe lisse hyperelliptique 
de genre g >2, alors C est hyperelliptique au sens habituel. 

Proposition 38 Supposons que K est de caractéristique zéro. Soit C -^ Spec(-R) 
une courbe stable dont la fibre générique est lisse et munie d'une action non 
triviale d'un groupe G p-cyclique. Alors après extension finie de R, il existe un 
éclatement C —* C et, si car k = p, des données {{Gi,,Uy)}yçrcs ^^/s que Cg -^ 
{C/G)s (resp. {Cg -^ (C/G)^, {(G„,u„)}„grcjy' ^oit un revêtement p- admissible 
d'une courbe semi-stable si car k ^ p (resp. car k = p). 

Preuve : On peut supposer k algébriquement clos. Supposons dans un premier 
temps que k est de caractéristique différente de p. Quitte à faire une extension de 
-R, on peut supposer que les épaisseurs des points singuliers sont paires. Notons C 
la courbe obtenue de C en éclatant les points P de la fibre spéciale pour lesquels 
G ne laisse pas fixe les branches analytique en P. Par suite, |2y] Théorème 5.7 
montre que Cg — > {C/G)s est p-admissible. 

Supposons désormais que k est de caractéristique p. Quitte à augmenter K, on 
peut supposer que tout les points fixes de C^ sous G sont rationnels. Considérons 
le modèle minimal C de C déployant les spécialisations des points de la fibre 
générique fixes sous G en des points lisses et distincts. Par unicité du modèle 
minimal C, l'action de G se prolonge à C. Quitte à faire une extension ramifiée de 
l'anneau -R, on peut supposer les épaisseurs des points doubles paires. Soit P G Cg 
un point singulier fixe sous G et tel que G permutte les branches analytiques 
en P. Soit fi : Ci ^ C l'éclatement de C en P. Alors G opère sur Ci et les 
points singuliers de Ci^g contenus dans /f ^(P) ne sont pas fixes par G. On peut 
donc supposer que G ne permutte les branches analytiques en aucun point de C. 
Soient Ci et C2 deux composantes étales de C^ et P e Ci fl C2. Soit /2 : C2 — > C 
l'éclatement de C en P. Alors C agit sur C2 et l'intersection des transformées 
strictes de Ci et C2 dans C2 ne contient aucun point de /2~^(P)- On peut donc 
supposer qu'aucun point fixe de Cg n'est intersection de deux composantes étales. 



Pour chaque sommet v de Fc^, la réduction de l'action de G induit une struc- 
ture de G„-torseur (G^, est isomorphe à ocp, fip ou Z/pZ) sur un ouvert dense de 
la composante correspondant à v (d'après l'étude faite dans dans 0, Proposition 
1.6 sur la réduction des ^tp-torseur) et on peut donc lui associer u^ à la manière 
des théorèmes ^, ^ et de la remarque ^ Nous allons montrer que les données 
(Cs -^ {C/G)s, {{Gy, Uy)}) définissent un revêtement p-admissible, c'est à dire que 



les conditions (a), (6) et (c) de la définition ^ sont satisfaites : 

(a) Comme G n'échange pas les branches d'un point singulier, l'image réciproque 
du heu lisse de {C/G)s est le lieu lisse de Cg- 

(b) Le fait que / soit un Gt,-torseurs en restriction à un ouvert non vide de chaque 
composante (correspondant à v) du lieu lisse provient de la construction. 

(c) Les compatibilités au niveau des conducteurs et des résidus proviennent de 
0, Proposition 3.1. D 

4 Un théorème de relèvement en égale caracté- 
ristique 

On démontre dans cette section un théorème de relèvement des revêtements 
p-admissibles en égale caractéristique p (Théorème ^). Pour cela, on commence 
par donner quelques résultats sur le relèvement des Z/pZ et «p-torseurs en égale 
caractéristique. 

4.1 Graphe de Hurwitz 

Cette notion est tirée de |^, définition 2.1. Nous étendons toutefois la notion 
au cas où carJ-i" = p. On prendra pour convention v{j)) = oo si K est un corps de 
caractéristique p. 

Soit r un graphe orienté, nous noterons SomP (resp. ArF, resp. Ar"''r ) 
l'ensemble des sommets (resp. des arêtes orientées, resp. des arêtes positives) de 
r. Si G est un groupe abstrait fini agissant sur F, on désignera par Som'^F (resp. 
Ar F) l'ensemble des sommets (resp. des arêtes orientées) de F fixes sous l'action 
de G. Si V est un sommet de F fixe sous G, Ar~^(s) sera l'ensemble des arêtes 
orientées fixe sous G et ayant pour origine s. 

Soit G un groupe p-cyclique agissant sans inversion (c'est à dire que pour 
toute arête a et pour tout r G G on a ra 7^ a) sur F. Considérons la donnée 
7i = {e, g, d, m, h), où : 

- e : ArF -^ N est une application dans l'ensemble des entiers > 0. Si w est un 
sommet, e{v) sera appelé V épaisseur àe s. 

- g : SomF -^ N est une application. Si v est un sommet, on appellera g{v) le 
genre de v. 
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- d : Somr —^{p— 1)N fl [0, iy{p)] est une application; pour un sommet v fixé, 
l'entier d{v) sera appelé sa différente. 

- m : Ar F ^ Z est une application ; pour une arête orientée a fixe par G, 
l'entier m{a) sera appelé conducteur de a. 

- h : Ar F — >■ Z/pZ est une application ; pour une arête orientée a fixe par G, 
l'entier h{a) sera appelé résidu de l'arête. 

Un sommet v est dit additif si v{p) > d{v) > 0, étale si d{v) = et, si K est 
de caractéristique différente de p, on dira que v est multiplicatif si d{v) = uij)). 
La donnée Ti est appelée K-donnée de Hurwitz sur F, relativement à l'action de 
G, si de plus les conditions suivantes sont satisfaites : 

- L'action de G est compatible avec l'épaisseur, le genre et la différente, c'est- 
à-dire que pour tout r dans G, pour tout sommet v et toute arête a on a 
e{T.a) = e{a), gij.v) = g{v) et dij.v) = d{v). 

- Pour toute arête a fixe par G, si m{a) est non nul alors m{a) est premier à p. 

- Pour tout sommet v étale fixe par G et pour toute arête orientée a d'origine v 
fixe par G, on a m{a) > et il existe un entier g'{v) > tel que 

2g{v) - 2 = p{2g'{v) - 2) + EaeArG(^)("î(a) + l)(p- 1) ("formule de Hurwitz") 

- Pour tout sommet v radiciel, on a les relations 

XlaeAr'^(i))("^('^) + 1) = 2 — 2g{v) ("degré du diviseur canonique") 

'^aeAr^iv) ^('^) ~ ("théorème des résidus") 

- Pour toute arête a fixe par G, on a m{à) = —m{a), h{à) = —h{a) et 

d{t{a)) — d{o{a)) = m{a)e{a){p — 1) ("loi de variation de la différente") 

Exemple 39 Soit R un anneau de valuation discrète complet d'inégale caractéri- 
stique (0,p). La donnée d'une courbe n : C ^ Spec(i?) stable dont la fibre 
générique est lisse, d'une action d'un groupe p-cyclique G sur C fournit naturelle- 
ment un graphe de Hurwitz. En effet, notons C le modèle minimal déployant en 
des points lisses distincts les spécialisations des points de la fibre générique de C 
qui sont fixe sous G. Notons F le graphe dont l'ensemble des sommets est composé 
des composantes irréductibles de Cs et des points fixes de Crj. Deux sommets v et 
w sont reliés par une arêtes lorsque 

- V et w correspondent à deux composantes irréductibles de Cs qui se coupe en un 
point, il y a alors autant d'arêtes joignant v et w que de points d'intersection 
entre ces deux composantes. 

- V correspond à une composante de Cs et w k un point de Cr, se spécialisant sur 
cette composante. 

Pour plus de détail, voir [Q, Proposition 3.L Nous nous contentons ici d'illustrer 
ce fait général par un exemple. Supposons que C soit une courbe hyperelliptique 
telle que Cs soit donnée par la figure ^ 
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Points fixes sous G 



FiG. 1: Fibre spéciale de C et spécialisation des points fixes 



Notons F le graphe obtenu comme précédement. Pour chaque sommet Vi du 
graphe de F correspondant à une composante irréductible de C^, la proposition 
1.6 de 1^, il existe un ouvert non vide de F^. naturellement muni d'une structure 
de 0:2, /X2 011 Z/2Z-torseur (en fonction de la valuation de la différente). De plus, 
on peut associer à Vi le genre de la composante correspondante et la différente de 
l'anneau local de son point générique (dans C). Pour chaque sommet Vi correspon- 
dant à un point fixe sous G se spécialisant dans une composant w, le genre et la 
différente sont fixés à zéro. Pour chaque arête a de F^^, on peut donc associer un 



conducteur et un résidu (comme dans la définition p3D , une épaisseur (l'épaisseur 
du point double correspondant dans C). 

L'exemple suivant est alors un arbre de Hurwitz (les sommets provenant 
de composantes irréductibles sont représentés par des points et les sommets 
provenant de point fixe par des croix). 

g=i g=i 




1 f5 



m 



Va 



m 



1 V3 



m 



1 V2 



m 



m 



X 



m 



X 
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4.2 Énoncé du théorème de réalisation 

Dans toute cette section, on supposera que les schémas en groupes intervenant 
dans la définition des revêtements p-admissibles sont isomorphes soit à Z/pZ, soit 
à OLp. Cette hypothèse supplémentaire sera justifiée lors de la démonstration du 
théorème ^. On suppose de plus dans cette section que car K = p. 

Définition 40 Soient R un anneau de valuation discrète complet d'égale car- 
actéristique p, X une courbe formelle semi-stable sur R (c'est à dire que la fibre 
spéciale de X est semi-stable), de fibre spéciale Xs et (/^ : ^s — * X^, {(G«,m^)}u) 
un revêtement p-admissible. Un graphe de Hurwitz F sera dit adapté à X et au 
revêtement p-amissible {fs,{Gv,Uy}i,) si 

- l'ensemble des sommets de F est composé des sommets de Fy^ et des points 
réguliers de ^^ en lesquels fg n'est pas un torseur (i.e. les points de F^\f~^{Uy)). 

- le genre des sommets de F correspondant à une composante irréductible de Vs 
est égal au genre de cette composante, et nul sinon. 

- l'ensemble des arêtes de F est composé des arêtes de Fy^ et des couples {v, P) 
oii V est une composantes irréductibles de V^, P est un point de F° en lequel 
fs n'est pas un torseur. 

- les conducteurs et résidus en les arêtes de F sont égaux aux conducteurs et 
résidus en les points de Vs (comme dans la définition |32|) correspondant. 

- pour toute arête a de F correspondant à un point singulier P de V^, pe{a) est 
égal à l'épaisseur de /«(-P) dans X (en particulier, cela impose que les épaisseurs 
des points singuliers de X^ soient multiples de p) . 

Théorème 41 Soient G un groupe p- cyclique abstrait, R un anneau de valuation 
discrète complet, X une courbe formelle semi-stable sur R, de fibre spéciale Xs et 
ifs '■ ^s — >■ Xs, {(G„,M„)}„) un revêtement p- admissible tel que fs ne soit pas un 
homéomorphisme. On fait les hypothèses suivantes : 

(Hi) pour tout V, Gy = Z/pZ ou a.p. 

(H2) soient v un sommet de Fy^ et P un point de F^ en lequel fs n'est pas un 
torseur, alors Gy = a.p et l 'ordre de Uy en P est de la forme 1 — pn avec 
n>0. 

Si F est un graphe de Hurwitz adapté à (X, {fs, {{Gy,Uy)}y)) alors il existe une 
courbe formelle semi-stable ^ sur R munie d'une action de G et un R isomor- 
phisme ^/G -^ X tel que la fibre spéciale du morphisme '^ —* X s'identifie à fs- 



Remarque 42 Ce théorème est un analogue en égale caractéristique de certains 
résultats de et de [^, |Q, [Q en inégale caractéristique. 
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Corollaire 43 Soient Y et X deux courbes semi-stables sur Spec{k) et {f : Y ^ 
X,{{Gi,,Uv)}v) un revêtement p-admissible comme dans le théorème^^. Soient 
X un relèvement de X sur Spec R dont les épaisseurs en chaque point singulier 
est un multiple de p et T un graphe de Hurwitz adapté à X et à (/, {{G^yU^)}). 
Alors il existe une courbe semi-stable y sur Spec(-R) et un revêtement p- cyclique 
f : y ^ X tels que la fibre générique de ce morphisme soit un revêtement 
galoisien de degré p entre deux courbes lisses, et que f'^ = f. 

Preuve : Il suffit d'algébriser les données du théorème, ce qui est possible par le 
théorème d'agébrisation 0, Corollaire III. 5. 1.6. D 

Pour la démonstration de ce théorème, on aura besoin d'un théorème de rec- 
ollement formel que nous rappelons ci-dessous. 

Soit X une courbe formelle semi-stable sur R, de fibre générique lisse et 
géométriquement connexe. Soient Xi, . . . ,Xn des points fermés lisses de la fibre 
spéciale de X avec Xi G F°. . On note F le graphe orienté d'intersection de X. Pour 
tout sommet w de P, on notera X^ un ouvert formel de X dont la fibre spéciale 
s'identifie à F° \ {xi, . . . , Xn}. Pour tout i G {1, . . . , n}, on notera Xj = SpiOx,xi 

et si rji est le point générique de F^-, on notera «j : Spî{Ôx,Xi)r]i -^ Xj et 

Pi : Spf(Ôx,xJ»ïi -^ X„-. Pour toute arête a de P correspodant à un point double 

P, on notera X^ la couronne formelle Spf Ox,p et X^ = Spf{Ox,p)r}a,o^ où r]a,o est 
le point générique de X^ correspondant au bord origine. Pour toute arête a de P, 
on dispose alors des morphismes canoniques a^ : X° — > Xa et /3a : X° — * Xo(a). 
On note AX le schéma formel 

n ^]]i( n A ni n ^' 

^ie{l,...,n} J yi)gSom(r) / yaeAr{r) 

et q la projection naturelle q : AX -^ X. 

Soit 5" un module cohérent sur X. Si v est un sommet (resp. a est une arête, 
resp. i G {!,... ,n}) de P, on note 9^„ (resp. J'a, resp. 3^i) la restriction de 3" 
à X„ (resp. Xa, resp. Xj). Autrement dit q*3^ = {{3^v), i^a), (î'i))- Pour tout 
i G {!,... ,n}, on a alors des isomorphismes (f>i{3^) : a*3^i —>■ P*3^v,- Pour toute 
arête a de P, on a alors un isomorphisme naturel (pa{3^) '■ ctl^a —* Pa^o{a)- Plus 
généralement, si AJ' = ((5"^), {3^a), i^i)) est un module cohérent sur AX, on 
appelle donnée de descente sur A?" une collection d'isomorphismes 0^ : c^l^a -^ 
Pa^o{a) et 0j : a*3^i -^ Pi3^vi- Les modules cohérents munis d'une donnée de 
descente forment une catégorie notée {ACohx). 

Proposition 44 Le joncteur q* : (Cohx) -^ (ACohx) est une équivalence de 
catégories. Soit G un groupe fini, on a le même résultat en remplaçant la catégorie 
des modules cohérents par celle des G-algèbres cohérentes galoisiennes (c'est à 
dire des Ox-algèbre A munie d'une action de G et telle que A*^ = Ox)- 
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Preuve : Voir ilQl, Theorein 3.4. 



D 



4.3 Relèvement des points isolés 

On suppose ici ue R est un anneau de valuation discrète complet tel que 
car K > 0. Considérons un carré cocartésien 



kllx': 



i^y) 



ix'y') 



^ kiix)) X k{{y)) 



(6) 



PoX0t 



k{{x')) X k{{y')) 



où 0, 0o et (pt sont des morphismes de degré p. On suppose de plus que Spec(0o) 
(resp. Spec(0t)) est un torseur sous un schéma en groupe Go (resp. Gt) de degré 
p, isomorphe à Z/pZ ou à ctp. Il lui correspond donc un conducteur nio (resp. 
rrit) premier à p (non nul car Go et Gt ne sont pas isomorphes à Hp) et un résidu 
ho (resp. ht). On dira qu'un tel carré cocartésien est p-admissible si on a de plus 
ruo = -mt, ho = -ht. 

Soit G un groupe abstrait p-cyclique. Etant donné un revêtement p-admissible 
d'un point double comme dans (^) et un entier e > 0, une R-déformation 
d'épaisseur e est la donnée d'une action de G sur R[[x, y]]/{xy—t^), d'une injection 
de R[[x',y']]/{x'y' - tP^) dans R[[x,y]]/{xy - f") d'image {R[[x,y]]/{xy - t^)f 
et d'un isomorphisme de la fibre spéciale du carré cocartésien 



Rl[x,y]] 

(xy-f^) 



RlWy']] 



R[[x]]{x-'} X R[[y]]{y-'} 



Poxn 



1-1^ 



R[[x']]{x'~'} X R[[y']]{y'^'} 



avec 



{x'y'-tP'^) 

(avec les notations de la section précédente, X° = Spec R[[x]]{x~^}) . 



Proposition 45 Soit K un corps complet de caractéristique p > 0. Soient nio > 
0, e > 0, do> des entiers, posons dt = do+emo{p—l), t une uniformisante de K 
etir = t'P'^. Soit G la courbe projective lisse définie par l'équation V^—t'^^V+T"'^ = 
0. Soit V le modèle 

Spec R[-] U Spec R[^,T] U Spec R[-]. 

Considérons f : C ^ V la normalisation de V dans G, et qq le point d'intersection 
de Vs- Alors /~^(ço) ^st un point double ordinaire. 
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Preuve : Soient Wo = f~\Spec R[^]) et Wt = /"HSpec R[^,T]). Alors Wo U 
Wt contient un ouvert dense de Cg. Considérons les i?-algèbres intègres Ao = 
R[l,U]/{UP-&U+ (^)'"°) et At = R[T,^,V]/{VP -f^'V + T-""'). On peut les 
idetifier à des sous algèbres de K{C) en posant U = -^^ et on a alors Frac(y4o) = 
Frac(A) =is:(C). 

De plus, Spec Aq et Spec At sont à fibres génériques normales et à fibre 
spéciales réduites, ce sont dont des schémas normaux. Comme ils sont finis re- 
spectivement sur Spec -R[^] et Spec R\^,T\, on a Wo = Spec Ao et Wt = Spec At. 
Le schéma C est de Cohen- Macaulay, donc Cg vérifie la condition (Si) (cf. [p!3[] . 
Exercice 8.2.11) et est donc réduite (cf. [0], Proposition 7.1.15), réunion de deux 
composantes irréductibles Fq := Wo,s et Fj := Wt^s- 

On a /"^(ço) C Fo n Fi C Fo \ Wo,s et ce dernier est réduit à un point (par 
unicité de la compactification de Wo,s par des points réguliers). Par conséquent, 
f~^{qo) est réduit à un point q. 

Notons p : Z —* Cg la. normalisation en q. On a la suite exacte 



O^Oc^^ p.Oz ^ ^ ^ 



oii JF est un faisceau gratte-ciel à support dans q et avec J-'{Cs) = O'^^^^/Oc^^q (oii 
' signifie clôture intégrale). On en déduit une suite exacte longue 

O^k^e^ ^(C) ^ E\Cs, OcJ ^ n'iZ, Oz) ^ 

avec dimfcH^(Cs, O^J = g{C). Calculons B.^{Z,Oz)- Soit F^ la normalisation 
de To en q, c'est aussi le complété de Wo^s par adjonction d'un point régulier. 
Il est facile de voir que ^^(F;) = (m^ - l)(p - l)/2 = g{C). Or H^(Z, Oz) -^ 
B.^(T'^,Or'J est surjectif car F'^ est une composante connexe de Z, il suite que 
dimfcH^(Z, O^) > 9{C), et donc dim^ jF(Cs) = 1. Cela implique que q est un 
point double ordinaire. D 

Corollaire 46 Soient do > 0, dt > et e > des entiers tels que dt — do = 
errioip — 1). On suppose que do (resp. dt) est nul si et seulement si Go (resp. Gt) 
est étale. Alors il existe une R-déformation du carré cocartésien (^ telle que les 
différentes aux bords soient do et dt. 

Preuve : Il suffit de considérer le morphisme O-p^q^-, -^ Oc,q de la proposition 
précédente. D 

Intéressons nous maintenant au relèvement des points réguliers ramifiés. 

Proposition 47 Soit f : SpecA;[[n]] -^ SpecA;[[f]] un morphisme tel que le mor- 
phisme induit Speck{{u)) -^ SpecA;((t')) soit un ocp-torseur définit par une fonc- 
tion w G k{{v)) de valuation 1 — pm avec m > 0. Soit n > un entier. 
Alors il existe un morphisme SpecR[[U]] -^ Speci?[[y]] tel que le morphisme 
induit SpecR[[U]]{l/U} -^ Spec_R[[y]]{l/V"} soit un J^i^-torseur et dont la fibre 
spéciale est f . 
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Preuve : Par définition de w, k{{u)) est de la forme k{{v))[u]/{u^ — w). Quitte à 
clianger de paramètre v, on peut supposer que w = v^~^"^. Par suite, 

R[[V]] [U]/{UP - t^p-^)nY{P-i)^u + V) 
convient. D 



4.4 Preuve du théorème |4T 



Cette démonstration s'inspire de celle du théorème de relèvemnt de [0. 

Par définition d'un graphe de Hurwitz adapté, on a une inclusion canonique 
Fy^ — > F, on considérera donc les sommets de Fy^ également comme des sommets 
de F. On note yi, . . . ,yn les points lisses de '^s en lesquels fs n'est pas un torseur 



et Xi = fsiVi)- On reprend alors les notations de la proposition ^ . 

Comme fs n'est pas un homéomorphisme, il existe un sommet v G Fy^ tel que 
la restriction de fs à un ouvert non vide de F^ soit étale. Par suite, d{v) = 0. 
Les conditions de compatibilités sur les différentes imposent alors que pour tout 
sommet Wi de F, on ait [p — l)\d{vi). Soit v un sommet de Fx^ et v un sommet 
de Fy^ au dessus de v. Notons n^ = d{v)/{p — 1). Cet entier est indépendant 
du choix du relèvement v car F est un graphe de Hurwitz. Supposons dans un 
premier temps que "v est fixe sous l'action de G. D'après le corollaire ^, il existe 
un A^""-torseur U^ au dessus de X^ relevant fs au dessus de X^^s- Supposons 
maintenant que v n'est pas fixe sous l'action de G. Posons Uy := G x X^. On 
a alors une projection canonique U^ -^ X^. Dans tout les cas, Uy -^ X^ est un 
G-revêtement galoisien. 

Soit i G {1, . . . ,n}. Alors, par l'hypothèse (H2), fs est un homéomorphisme au 
voisinage de |/j. Notons Vi le sommet correspondant à la composante contenant 
Xi et Vi le sommet de F au dessus de Vi. L'hypothèse (H2) et la proposition 



47| permettent de relever /^ ^ : SpecCy^^^ — > SpecOxs,Xi et ainsi définir un G- 
revêtement galoisien f/j de Xj telle que la différente en le point générique de Xj ^ 
soient d{v) = {p — l)nj. Construisons maintenant l'isomorphisme (pi. On sait que 

Ou.^,,. ®ax,, (OZ^U = R[[T]]{T-'}[U]/{U'^ - r^U - Q) 
avec Q G R[[T]]{T-^} et 

Ou.,,. ®ax., {0Z~\. = RiiniT-'WyiU'" - t-'U - Q') 

avec Q' G R[[T]]{T^^} et Q = Q' mod t. Par suite, Q = T^'^{a + tQi{l/T) + 
TQ2{T) + tQz{T)) avec Qi G R{T}, Q2, Qs G R[[T]], a E R\tR et m > un 
entier premier à p. Posons T' = T{a + tQi{l/T) + TQ2{T) + tQ^iT))^ . Alors T' 
est un paramètre local de X en Xi et on a donc 

Ou^^,,. ®Ox„^ ((S^J.. = R[[T']]{r-'}[U]/iU^ - t-'U - T'-'"). 
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De même, on peut trouver un paramètre T" de -R[[T]]{r ^} tel que 

Ou.,,. ®o.,,. (O^., = R[[T"]]{T"-'][U']I{U'^ - t-f/' - T"-™). 

Le morphisme 0j est alors défini par (piiT') = T" et (pi^U) = U' . 

Soit a une arête de Vx^ et â une arête de Fy^ au-dessus de a. Supposons dans 
un premier temps que â est fixe sous l'action de G, la proposition ^ permet de 
construire un relèvement Ua de fs au dessus de Xa avec, au bord de la couronne 
formelle, les différentes d{o{a)) et d{t{a)). Par suite, on peut contruire des iso- 
morphismes (pa et 0â par la même méthode que pour les points Xj. Supposons 
maintenant que â n'est pas fixe sous l'action de G. On pose Ua := G x Xa- 
Supposons que o{a) soit non fixe sous l'action de G, on peut alors définir l'iso- 
morphisme (pa comme provenant de l'isomorphisme alOxa -^ Pa^Xo^- Supposons 
maintenant que o{a) est fixe sous l'action de G. Comme a n'est pas fixe, l'action 
de G est non triviale sur o{a) et on a un isomorphisme de Ox^,^.[G]— module 
Ou , s, ®o-x Ox° = G X Ox°- On obtient donc un isomorphisme, noté éa, 

^^.(») ®^x„(„, Oxo = G X Oxg = G X Ox„ ®Ox„ Oxo = U^ ®o^^ O^o^. 

Par suite, le théorème 44 nous permet de construire une G-algèbre galoisienne 
A de sorte que Spf (^) réponde à la question. D 

Remarque 48 On peut remarquer que dans les données du théorème précédent, 
il n'y a pas de condition de cocycle à vérifier. 

5 Un théorème de relèvement des courbes hy- 
perelliptiques 

On fixe un anneau de valuation discrète complet R. On souhaite montrer dans 
cette section que toute courbe stable hyperelliptique G sur Spec(/c) (cf. définition 



36| ) s'étend, quitte à faire une extension finie de R, en une courbe hyperelliptique 
C sur Spec(-R) dont la fibre générique est lisse, et ceci indépendamment des car- 
actéristiques de K et k. Les techniques utilisées n'étant pas différentes de celles 
utiles pour le relèvement des revêtements p-admissibles en général, on traitera ce 
dernier cas. 

Le cas où car /c 7^ p est traité dans |]5[ Théroème 3.7, on supposera désormais 
que car k = p. On étudira d'abord le cas d'égale caractéristique et on montrera 
que cela implique le cas d'inégale caractéristique. 



5.1 Réduction des hypothèses du théorème ^ 



On suppose ici que car/c = p. Comme on ne peut pas déformer fip en Z/pZ 
en égale caractéristique p, il est nécessaire de se restreindre au cas oii les torseurs 
intervenant dans les revêtements p-admissibles sont des a.p ou des Z/pZ-torseurs. 
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Théorème 49 Soit k un corps algébriquement clos de caractéritique p > 0. Soit 
{f : Y ^ X,{{Gy,Uy)}) un revêtement p- admissible de courbes semi-stables sur 
k. Supposons que pa{X) = 0. Alors il existe un revêtement p-admissible {f : Y —>■ 
X, {{G'y, u'^)}) tel que pour tout v, on a G'^ ^ fip (i.e. on a éliminé les Hp-torseurs 
du revêtement p-admissible). 

Plus précisément, si G^ ^ fip alors {G[,,u'^) = {G^,u^). Si G„ = fj,p, on a 
G'^ = dp, et pour toute arête a d'origine v telle que m{a) ^ 0, le conducteur 
m' (a) associé à G'^ en a vérifie m' (a) = m{a). 

Preuve : D'après le lemme |33| (c), quite à remplacer notre revêtement p-admissible 
par un autre qui lui est équivalent, on peut supposer que pour tout sommet v 
avec Gi, = fip, et pour tout point P de F„ tel que m{P) 7^ 0, on a Ord/(p)Ut, = 0. 
On peut supposer qu'il existe un sommet vq tel que G^^ = i-ip. Soit d{, ) la 
distance sur le graphe Fy (elle existe même si Fy n'est pas forcément un arbre). 
Nous allons construire les u^ par récurrence sur d{vo, v), G'^ étant toujours définit 
comme dans l'énoncé du théorème. Posons u'^^ = u^o- Pour toute arête a d'origine 
Vq telle que m{a) 7^ 0, on a Ordadu'^^ = Orda(-^) donc m'{a) = m{a). Fixons un 

entier d > 0. Supposons avoir construit u[, pour tout v de distance d{vQ, v) < d, 
avec les propriétés suivantes : 

(A) u'^ = u^ si G ^ Hp] 

(B) si Gy = i-ip, alors u'^/u^ est une puissance p-ième, et si a est une arête 
d'origine v tel que m{a) ^ 0, alors m'{a) = m{a) ; 

(C) la condition de compatibilité m' (a) = —m' {a) est vérifiée pour toute arête 
ramifiée reliant les sommets v de distance d{v,VQ) < d (noter que h'{a) = 
h' (à) = car G'^ = cXp). 

Soit V un sommet de Ty tel que d{v, vq) = d+1. Supposons que Fy rencontre 
les composantes Fy avec d{v, vq) < rf + 1 en au moins deux points, alors Fy est 
contenu dans un cycle de Fy. Comme F^ est un arbre, il suit que les points 
d'intersection de Fy avec ces autres composantes s'envoient sur le même point 
dans X, et sont donc non ramifiés pour /. Par suite, v ainsi que les sommets v 
tels que d{v,Vo) < d -\- 1 et que Fy H Fy j^ $ sont non ramifiés, et il n'y a pas 
d'arête ramifiée reliant v et v. On prend donc u'^ = Uy. Les condictions (A)-(C) 
ci-dessus sont triviales. 

On peut donc supposer que v est relié à un unique sommet v tel que d{y, Vq) < 
(i + 1, et que FyP[ Fy = {P}. On a alors d{v^ Vq) = d. Soit a l'arête reliant v k v. 
Supposons d'abord que m{a) 7^ 0. Posons u[, = Uy. Alors m'{a) = m{a) (comme 
pour Vq si Gy = Hp). Par hypothèse de récurrence, m'{d) = m{a) car ce dernier 
est non nul, il suit que m'{a) = —m\a). On a donc les conditions (A)-(C). 

Il reste le cas 011 m{a) = 0. On a alors Gy = ^tp et f{Fy) = P^. De même 
pour Gy. La condition (B) sur v implique que Ordpw^ est congru à OrdpM,; 
modulo p. Comme h{a) = —h{â), il suit du lemme ^ (b) que n^ := Oïdpu'f-, 
est congru à —Uy modulo p, 011 Uy := OïdpUy. Il existe Q G f{Fy) tel que 
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OïdqUy soit premier à p (car n„ est premier à p). Choisissons un paramètre x 
de f{Fy) avec (x) = P — Q. Soient r = (n^ + ny)/p G Z et m^ = x'^'^u^. alors 
m'(â) = — n^ = 1 + Ordpdu^ = —m' {a). On a donc vérifié la condition (C). Soit 
ai une arête d'origine v avec m(ai) 7^ 0. Alors le point Pi correspondant à ai est 
distinct de P et Q. Il suit immédiatement du fait x, «^ G 0*r,p^ que 

m'(ai) = —(1 + Oiàp^du'^) = —(1 + Ordp^du^) = m(ai). 

Ce qui achève la vérification de la condition (B) ainsi que la preuve de ce théorème. 
D 

Proposition 50 Soit {f : Y ^ X, {(G^, n„}t,) un revêtement p- admissible tel 
que pour tout sommet v de Ty, G^ soit isomorphe à Z/pZ où ocp. Alors il existe 
un revêtement p- admissible (/' : Y' —> X',{{G'^,u'^}v) vérifiant les hypothèse 
(Hi) et (H2) du théorème ^ et des immersions fermées Y -^ Y' et X —* Y' avec 

Pa{X')=Pa{X),Pa{Y')=Pa{Y). 

Preuve : Notons Y' (resp. X') la courbe semi-stable obtenue en ajoutant transver- 
salement à Y (resp. X) une composante P^ en chaque point régulier P en lequel 
/ n'est pas un torseur (resp. en /(P)). Pour chaque sommet v' de Fy provenant 
d'un sommet v de Ty, posons {G'^,, u'^,) := (G^, u^). Soit v' un sommet de Ty ne 
provenant pas d'un sommet de Ty. Posons G'^, = ctp. Par construction, il existe 
un unique sommet v de Fy/ tel que F^i fl P5 7^ et cette intersection est réduite 
à un point P. Notons n := OrdpUg. On montre aisément qu'il existe un entier 
g > et des entiers ni, . . . , n^ > tels que 



n = 

i=l 



^ 1 - Uip. 



Notons V la composante ajoutée à X en /(P). Soient Pi, ... ,Pg des points de V 
distincts deux à deux et de /(P). Alors il existe Uy' G H°(\/\{/(P), Pi, . . . , PJ, C^) 
tel que (m^/) = —nf{P) + J2i{^ —pni)Pi. Cette section rationnelle permet alors de 
munir un ouvert dense de P°, d'une structure de Gy/ torseur telle que l'hypothèse 
(H2) soit vérifiée et ceci permet de définir un morphisme f : Y' ^ X' . On montre 
alors aisément que (/' : Y' -^ X', {{G'^, , u'^,)} yi) est un revêtement p-admissible. 

n 

5.2 Construction des données de Hurwitz 

Proposition 51 Soient [f : Y ^ X,{[Gy,Uy)}y) un revêtement p-admissible 
avec Pa{Y) > 2 et pa{X) = 0. On suppose que si la caractéristique de K estp, la 
description du revêtement p-admissible f ne fait pas intervenir de n^-torseurs. 
Alors, quitte à faire une extension finie de K, il existe un modèle X de X sur R 
et un graphe de Hurwitz F adapté àX et à {f :Y ^ X, {{Gy,Uy)}y). 
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Preuve : Notons F le graphe orienté (l'orientation étant choisie arbitrairement) 
dont l'ensemble des sommets est la réunion de l'ensemble des sommets de Ty et 
de l'ensemble des points de Y en lesquels / n'est pas un torseur (cf. Exemple 
391) . Le graphe F vient alors naturellement avec des applications m, h vérifiant 



les conditions de compatibilités (cf. définition ^2]). Soit v un sommet de F, si v 
correspond à une composante irréductible Fi de Y, on pose g{v) = PaiXi) et sinon 
on pose g{v) = 0. 

Par suite, les différentes égalités ne faisant intervenir que les fonctions g, m et 
h proviennent des égalités classiques mentionnée dans la définition des graphes 
de Hurwitz. 

Il reste alors à définir les fonction e et d. Étant donné que la courbe Y est 
stable de genre au moins 2, il y a au moins un sommet étale vq, éventuellement 
non fixe sous G (sinon Y serait de genre nulle). On peut choisir un ordre partiel 



(comme dans la démonstration de ^9]) sur F' (car celui-ci est un arbre) tel que vq 
soit le plus petit élément pour cette ordre. Nous allons construire les fonctions e 
et d par "récurrence" sur cet ordre partiel. 

Posons d{vo) = 0. Soit a une arête de F^ joignant vi à V2 avec vi < V2. 
Supposons que d soit déjà définit en vi, nous allons la définir en V2. 



Si V2 est étale, posons d{v2) = 0. Comme on a ?7î(â) > (car à est une arête 

d(vi) 
m{a){p-l) 



d'origine étale) et que d{vi) > 0, on peut prendre e{a) = , v'f^^ > 0. 



- Si V2 est additif 

- Si Vi est étale alors m{a) > et d{vi) = 0, on peut donc trouver e{a) tel que 
< {p — l)e{a)m{a) et par suite, on pose d{v2) = {p — V)e{a)m{a) 

- Si Vi est additif on a < d{vi) donc on peut prendre e{a) tel que < 
d{yi) + {j> — l)m(a)e(a), on pose alors d{v2) = d{vi) + 'm{a)e{a){p — 1) 

Dans tout les cas, on peut trouver d{v2) et e{a) tel que 

d{v2) — d{vi) = {p — l)'m{a)e{a). 

On peut donc construire par récurrence des applications e et d k valeur rationnelle 
vérifiant les hypothèses. Par suite, quitte à multiplier e et ci par une même con- 
stante, on peut supposer qu'elles sont à valeures entières. En relevant ces appli- 
cations sur F, on fait de celui-ci un graphe de Hurwitz. 

On peut alors construire une modèle X sur R de X tel F soit un graphe de 
Hurwitz adapté à X et à (/, {{Gy.Uy)}^) d'après P Proposition 2.6. D 

5.3 Théorème de relèvement des courbes hyper elliptiques 
stables 

Théorème 52 Soit R un anneau de valuation discrète complet d'égale caracté- 
ristique p. Soit C -^ Spec(/i;) une courbe stable hyperelliptique. Alors, quitte à 
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faire une extension finie de R, il existe une courbe C -^ Spec(i?) hyperelliptique 
semi-stable dont la fibre générique est lisse et dont la fibre spéciale est isomorphe 
àC. 

Preuve : Dans le cas où C est lisse il suffit de relever une équation de /c à i?. On 
peut donc supposer que C n'est pas lisse. 



D'après la proposition [38|, la courbe C vient naturellement avec un revêtement 
2-admissible / : "K — > X si car /c 7^ 2 (ou (/ : F — >• X, {[Gv-, Uv)Y) si car/c = 2) 011 
Pa(^) = Va{C) et Y est obtenue de C en ajoutant des composantes P^. 

Supposons tout d'abord que la caractéristique de k est 2. D'après la réduction 
précédente (théorèmes^ et ^), on peut supposer que le revêtement (/, {[Gv-, ^d)}d) 



vérifie les hypothèses (Hi) et (H2) du théorème ET]. Par suite, grâce à la proposi- 



tion 51, on peut construire, quitte à faire une extension finie de K^ un modèle X 



de X et un arbre de Hurwitz F adaptée au revêtement à X et à (/, {(Gt,,^^,)}^,). 



On applique alors le corollaire ^ qui nous fournit le relèvement ^ ^ X. Le modèle 
stable C de "^k répond à la question. 

Regardons maintenant le cas 011 la caractéristique de k est différente de 2. 
On a une action kummerienne de G = 'L/2'L sur Y dont le quotient est X. 
Comme le cardinal de G est premier, on peut appliquer le théorème 3.7 de f^ qui 
nous prouve que cette action se relève en un modèle semi-stable '^ -^ Spec(iî). 
Finalement, le modèle stable C àe'^K répond à la question. D 

Corollaire 53 Soient k un corps algébriquement clos et C ^ k une courbe sta- 
ble hyperelliptique. Alors il existe un anneau de valuation discrète R d'inégales 
caractéristiques et dont le corps résiduel est k, et une courbe C -^ Spec R dont la 
fibre générique est lisse et hyperelliptique et dont la fibre spéciale s'identifie à G. 

Preuve : D'après le théorème précédent, on peut relever G en une courbe Ci — »• 
Spec -Ri 011 -Ri est un anneau de valuation discrète d'égale caractéristique. D'autre 
part, on peut relever la fibre générique de Ci en une courbe lisse sur un anneau de 
valuation discrète -R2 dont le corps des fractions est de caractéristique zéro (car il 
suffit de relever une équation hyperelliptique). Ceci prouve que le point générique 
de l'anneau local du point correspondant k G —>■ Spec k dans Ig correspond à une 
courbe lisse en caractéristique zéro. Le résultat est alors direct. D 



Remarque 54 Le théorème ^ et le corollaire |5^ sont encore vrais pour des 



revêtements p-admissibles d'une courbe de genre zéro, la preuve du corollaire 53 



devant être adaptée car il n'y a pas, a priori, d'espace de module jouant le rôle 



delg. 



Théorème 55 Soit S le spectre d'une anneau de valuation discrète R. On a 
l'égalité (ensembliste) Igs Xs Spec k(s) = Igg. En particulier, Igs X5 Spec k{s) 
est irréductible. 
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Preuve : Quitte à faire un changement de base plat, on peut supposer R complet. 
La première partie du théorème découle directement de ce qui précède. En effet, 
par construction on a une immersion fermée Ig^s — > Ig,s Xs Spec k{s). Soit p un 
point de Ig^s x s Spec k{s). Alors p correspond à une courbe stable hyperelliptique 
(car spécialisation d'un point correspondant à une courbe lisse hyperelliptique). 
Le théorème |5^ implique alors que ce point est dans l'adhérence du lieu des 
courbes lisses hyperelliptiques sur k{s). C'est donc un point de Ig^s- 

L'irréductibilité de Ig^s ^s Spec /t(s) provient alors de l'irréductibilité de 
I g, Spec k{s) montrée dans |ï^ Theorem 4.1. D 



A Calcul en caractéristique différente de 2 

Dans toute cette section, R sera un anneau de valuation discrète de car- 
actéristique résiduelle différente de 2. On note 5* = Spec(i?), C ^ S une courbe 
stable hyperelliptique de genre g > 2 dont la fibre générique est lisse et dont la 
fibre spéciale possède deux composantes irréductibles lisses ou bien une seule com- 
posante irréductible avec un point singulier. Sous ces hypothèses, on se propose 
de démontrer explicitement les inégahtés (0). Ce calcul reprend les idées exposées 
dans p. Toutefois, la partie combinatoire n'est pas utile ici car les courbes sont 
sufîisament simples. 

Proposition 56 Si Cs possède un unique point singulier de type [3j (cf. la dis- 
cussion suivant la remarque 5^ alors 

Ord,(A)=4((7-j)j5.- 
Si Cs possède deux points singuliers de type aj alors 

OTds{A) = {g-j)U + l)ôs. 

Preuve : Soit a l'involution hyperelliptique de C,,. Par unicité du modèle stable, a 
se prolonge en une involution de C. On peut remarquer que dans le cas qui nous 
intéresse, les composantes irréductibles de Cs sont fixes par a. Notons Y = C/ {a). 
Quitte à faire une extension finie du corps de base K, on peut supposer que 
les points fixes de C^ sous l'involution hyperelliptique sont rationnels, notons les 
ai, . . . , a2g+2- Par suite, notons bi, . . . , 629+2 leurs images dans Y^. 

Lemme 57 Les spécialisations des ai qui sont dans le lieu lisse de Cs sont deux 
à deux distinctes. 

Preuve : En effet, au voisinage d'un point ai qui se spécialise dans le lieu lisse, C 
est de la forme Speci?[a;, |/]/(y^ — Q{x)), bi correspondant à un zéro de Q. Si bi et 
bj ont même spécialisation q, la courbe C sera non singulière en q si et seulement 

si i = j. j 
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Lemme 58 Si les points singuliers ne sont pas de type «o, les bi se spécialisent 
dans le lieu lisse de K. 



- s ■ 



Preuve : Si les points singuliers sont du type aj {j > 0), alors ils ne sont pas 
fixes par a et donc ne sont pas spécialisations de bi. Supposons donc que le point 
singulier de C^ est du type Pj. Raisonnons par l'absurde et supposons que bi se 
spécialise dans un point singulier. Par suite, le point a, se spécialise en un point 
singulier p de C^. Notons C l'éclaté de C en p de sorte que Oj se spécialise en un 
point lisse de Cg. Comme p est fixe par l'involution hyperelliptique, a se prolonge 
en une involution de C. Notons Y = C/{a). Ainsi définit, Y est obtenu de Y 
en éclatant l'image de p dans Yg. Notons E la transformée stricte de p par le 
morphisme C — »■ C et F son image dans Y. Le morphisme C —>■ Y définit alors un 
morphisme génériquement séparable de degré deux E ^ F (car la caractéristique 
résiduelle de R est différente de 2 et a est non triviale sur E). Notons a et P 
l'intersection de E avec le lieu singulier de Cs- Les points a, /3 et la spécialisation 
de bi sur E sont alors fixes par l'involution a. Le morphisme E ^ F possède 
alors au moins trois points de ramification, ce qui contredit le fait que E est de 
genre nulle. D 

Lemme 59 Si le point singulier est de type «o alors il y a exactement deux bi se 
spécialisant dedans. 

Preuve : Pour des questions de genre de la composante irréductible de Cg (for- 
mule de Hurwitz), au moins deux bi se spécialisent dans le point singulier. Si 
on suppose qu'au moins trois bi se spécialisent dans le lieu singulier de Ys, le 
même raisonnement que dans la démonstration du lemme précédent conduit à 
une contradiction sur le genre de C^. D 

Dans le cas oii le point singulier est de type ao on peut, grâce à ce lemme, se 
ramener à un calcul analogue à celui des courbes ayant des points singuliers du 
type aj avec j > en déployant les spécialisations des points bi se spécialisant 
dans le lieu singulier. 

Notons Yi et Y2 les deux composantes irréductibles de K,. Si on regarde la 
courbe Y du point de vue de la géométrie rigide, on peut considérer Yi comme 
l'ensemble des points de modules 1 et Y2 comme l'ensemble des points de modules 
|t^| 011 b est l'épaisseur du point singulier de Yg dans F et t est une uniformisante 
de R. Ce choix correspond alors à un certain paramètre x de F^ qu'on fixe pour 
le reste de cette démonstration. 

Notons y^ + Q{x)y — P{x) une équation affine de Cr, (le paramètre x étant le 
paramètre fixé precedement). Dire que les bi sont rationnels équivaut à dire que 
f = Q^ + 4:P est décomposé. Notons / = AJll^ ~ ^i)- O^ ^^ alors évaluer les 
différents facteurs de A. Dans le cas d'une courbe ayant un point du type f3j, on 
a une configuration donnée par la figure ^ (cf |I[], §4) et dans le cas d'une courbe 
ayant deux points de type aj (éventuellement j = quitte à faire un éclatement) 
on a une configuration donnée par la figure |^. 
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Yi 



FiG. 2: Point de type (3j 




i>J^L>|t''l 



1^1 = K 



2j + 1 points do 2g - 2j + 1 poirlts 
ramification do ramification 



Y2 




genre g- j 



FiG. 3: Point de type aj 




2j + 2 points de 2g — 2j points do 
ramification ramification 



genre j / 



genre g - j -l 
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On peut lire les normes Iq — Cfc| en fonction des composantes sur lesquelles se 
spécialisent bi et bk dans Yg. On trouve directement 

type aj \A\ = 1^1^5+2 jj^^^ \c, - c^l = \A\^9+2\tK2j+mj+2)^ 

type P, |A| = \A\'a+' Ui^, |q - c^] = \A\'9+2^t'^ji2Hi)\ 
On construit alors une base de H°(C,u;c/spoc(/?)) comme dans [§, proposition 
5.5. 

Lemme 60 Dans le cas (3j on a 

r/r 1 /Il \ 

div^erti^^-^) = -^i^{A)Y, + --v{A) - -(2j - 1)6 F2 



'2y + Q' 2 ' ' V 2 ' ' 2 

et dans le cas aj on a 

Preuve : On donne la démonstration dans le cas /3j, la démonstration étant sem- 
blable dans le cas «j. Soit i G {1,2} fixé. Soit x' un paramètre de Y^ relevant un 
paramètre de Yi (on peut prendre par exemple x pour Yi et xt~^ pour ^2)- Notons 
?7 = Spec(/1) un voisinage affine dans Y du point générique de Yi ne rencontrant 
pas l'autre composante. Notons B la clôture intégrale de A dans k(C). D'après 



ï^ , Lemme 1, -B est libre sur A, de rang 2 et il existe y' tel que {1, y'} soit une 
base de B sur A. Notons y' +Q{x')y' — P{x') une équation affine associée. Notons 



dx' 



{2y' + Q{x')) 



une base locale du faisceau dualisant (cf. [|ïî|, Lemme 2). 

D'autre part, comme {1, y} est une base de AxK on a.y = t'^^y' + s{x). Notons 
f = Q^ + 4:P. En remplaçant y par t''^y' + s{x) dans l'équation |/^ + Qy — P on 
trouve que 

t'^^Q{x') = 2s{x) + Q{x) 

-t^^^P{x') = Q{x)s{x) + s{x)^ - P{x) 

donc t^'»'/(x') = /(x). De plus, comme Y^ est réduite (c'est à dire que la réduction 
de / à fc est non nulle), on a |/| = 1 

Notons z/y,(/) = sup|^|=i(î^(/(z))) et uy^if) = sup|^|=|j6|(î^(/(2;))). On a alors 
uyM) = ^(A) et uy,{f) = u{A) + (2j + 1)6. 

On a donc 2Ci = iy{A) et 2(2 = î^(A) + (2j + 1)6. 

Finalement, comme 

dx t^dx' 



2y + Q t<:^{2y' + Q{x')) 
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et uj est une base locale, on trouve que 

Ce qui nous donne bien le résultat souhaité. D 

Notons (3 l'un des points hi qui se spécialise sur la composante Y2 et, pour 
< ï < (? — 1, posons 

Ui = {x-I3) \ ^ 

2y + Q 

Par suite, définissons rrii = min{h'Y2{^i) , i^Yii^i))- On a alors, dans le cas présent 
rui = min{uY2{uJi), lyvA^o)) = min{ib + UVii^o), ^yA^o))- 



Lemme 61 Les {t "^^Ui} forment une base de iï^{C,uJc/spcc{R)) 

Preuve : Comme les Ui forment une base de H''(C^,ciJc /k), ils sont linéairement 
indépendant. Le diviseur div{t~"^^uji) est effectif par construction donc t~'^^uJi G 
H°(C,a;c/Spec(iî))- H reste à montrer que les oji sont générateurs. 

Soit oj G H'^(C, ujc/?,pcc(R))^ ^ est de la forme t^h{x)-^^^ avec h G R[X] primitif 
de degré d < g — 1. 

Comme div{uj) > 0, on a pour tout A; G {1, 2} 

dx 
Uy,{u}) = 6 + UY,ih{x)) + t^y,( ) > 0. 

Or, comme h est primitif, VY2{h) < db et vyA^) > donc e + db + z/yj (tuo) ^ 
et e + z/yj(co'o) > 0. C'est à dire que e > — m^. Par suite, il existe un élément 
c G -R tel que uj — ct~"^'^ujd = hi(x)^^^ soit dans H°(C,u;c/spec(iî)) avec hi de 
degré inférieur ou égal k d — 1. Par récurrence, on montre ainsi que la famille 
{t'^^^Ui} est génératrice. D 

Finalement, on trouve que 

^ , , dx x^~^dx^ v^ 

OrdJ A . . . A 77) = > rrii 

'^2y + Q 2y + Q' ^ ' 

Un calcul simple nous montre que dans le cas présent on a 

typea,^ Ord J^ A . . . A Ç^U -^6 

type/5,^ Ord.(^A...AÇ:^)=-46 
Finalement, on trouve que 
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type a, => Ord,(A) = 2{g - j) (j + 1)6 
tYV^(3j=, OïdsiA) = 2{g ~ j)jb 

Il ne reste donc plus qu'à relier Sg à b. 

Dans le cas f3j, on a 25^ = b, ceci provient du morphisme 



SpecR[[xy]]/{xy - f) -^ SpecR[[u,v]]/{uv - t'") 

donné par u \-^ x'^ et v \-^ y'^ . 

Dans le cas Oj, on trouve directement que S s = 2b (car les points singuliers 
de Cs sont échangés par a). Finalement, on trouve le résultat annoncé. D 

B Calcul en caractéristique 2 

Dans cet appendice, on se propose de montrer les inégalités (0) par des calculs 
explicites dans le cas de certaines courbes en caractéristique résiduelle 2. Les 
résultats ne sont pas utilisés dans le reste de l'article. 

Proposition 62 Soit R un anneau de valuation discrète de caractéristiques (0, 2). 
Soit C -^ Spec(-R) une courbe stable hyperelliptique dont la fibre générique est 
lisse et dont la fibre spéciale contient au plus deux composantes irréductibles. On 
ag^ôs>OTdsiA) > gô^. 

Preuve : Le calcul est essentiellement le même que dans le cas de la caractéristique 
résiduelle ^ 2 sauf pour le calcul du discriminant, on se contente donc de détailler 
celui-ci. 

Si C est lisse, on a Ords(A) = (5^ = (voir par exemple [Q], proposition 
6.3). Si la fibre spéciale de C possède une unique composante irréductible, celle-ci 
possédant un point singulier de type ao, on se ramène au cas de deux composantes 
par éclatement (après extension éventuelle de R). 

Notons a l'involution hyperelliptique. Soit y^ + Q{x)y — P{x) une équation 
affine de C^. Le discriminant de l'équation est alors f = Q"^ + 4:P. La car- 
actéristique résiduelle étant 2, on voit que les points fixes de Cr, sous l'action 
de a se spécialisent par paire (exactement par paire pour des raisons semblables 
à celles exposées dans la démonstration du lemme [571) . 

Notons C la résolution complète des spécialisations des points fixes de C^ sous 
l'action de a. On peut alors avoir précisément la répartition des spécialisations des 
points fixes grâce à 0, théorème 4.5, en fonction du conducteur et de l'épaisseur 
des points doubles dans Cjia) . On donne aux figures ^, |^, ^ et |^ les configurations 
possibles pour {C /{a))s dans le cas ou les composantes sont de genres j et g — j 
(respectivement j et g—j — 1 dans le cas d'une courbe ayant deux points singuliers 
de type aj). On a représenté sur chaque figure la fibre spéciale de C ainsi que 
celle de C (oii C est la courbe obtenue de C en déployant les spécialisations des 
points fixes de C sous l'action de a). Notons b l'épaisseur du point singulier de 
C'/{a). 
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FiG. 4: La réduction possède un seul point singulier et 6 > 2z/i^(2) 




FiG. 5: La réduction possède un seul point singulier et b = 2z//^(2) 



genre g- j 




1 > |z| > |2| |2| > \z\ > |4i 



g — j droite^ 




j droites 




Dans le cas des figures §, || et || (correspondant aux réduction possibles des 
courbes stables hyperelliptiques dont la fibre spéciale possède deux composantes 
irréductibles et ayant un unique point singulier, celui-ci étant de type Pj), on 
trouve, par un calcul direct, \disc{f)\ = |429+2^f'2j(2j+i)| ^^ ^^^ suite, d'après les 
calculs fait précedement pour les cas Pj (cf. calcul en caractéristique zéro), on a 

0Td,{A) = 2ig-j)jb=ig-j)jôs. 

Dans le cas de la figure |^ (correspondant au courbes stables hyperelliptiques 
dont la fibre spéciale possède deux points singuliers de type aj). Des calculs 
analogues au cas de la caractéristique zéro montrent que 



on a donc 



|rfïsc(/)| = |42^+¥(2J^+2)(2j+i)|^ 



OrdM) = '2(9 -j)U + ^)b + b= {{g -j)j)ôs 
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FiG. 6: La courbe possède un unique point singulier et 6 < 2î^a'(2) 



genre g- j 




g — j droites. 




\z\ = I4i' 



6/21 



j droites 




z = Ut" 



FiG. 7: La courbe possède deux points singuliers de type aj 

genre g-j-1 




genre j 



droites 



j droites 
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